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 چکیده

که  رفتار مکانیکی تیر برداشت کننده انرژیروی های هندسی مختلف لایه پیزوالکتریک بر در این مقاله به بررسی اثر شکل

این پدیده با عبور جریان سیال از روی پرداخته شده است.  ،قرار دارد (VIV)ت تحریک ارتعاشات ناشی از ریزش گردابه تح

پیوندد. نیروهای نصب شده است، به وقوع می یک سر گیردار ی صلبی که به عنوان جرم متمرکز در انتهای آزاد تیراستوانه

معادلات دیفرانسیل  مدلسازی شده و ،ه و سیال با استفاده از معادله نوسانگر وندرپولثر تعامل سازآیرودینامیکی ایجاد شده در ا

دهای فرضی جداسازی واین معادلات با روش م شوند، سپساز اصل همیلتون استخراج می حرکت جفت شده نیز با استفاده

 یارب  ،انرژی و رفتار دینامیکی سیستم ای بر میزان برداشتمقایسه در نهایت شوند. شده و در نهایت با روش عددی حل می

ه افزایش طول دهد کنتایج نشان میگیرد. انجام می ،ای و مثلثی های مستطیلی، ذوزنقهلایه پیزوالکتریک به شکل اب متسیس

آن به سمت  ثیر به سزایی بر افزایش نرخ برداشت انرژی و همچنین گسترش ناحیه لاکین و جابجاییلایه پیزوالکتریک تأ

 . های باد بالاتر داردسرعت

 .ناحیه لاکین ؛یکیمانید راتفر ریزش گردابه؛ ؛ پیزوالکتریک ؛انرژی رداشت : بکلمات کلیدی

 مقدمه -1

با افزایش چشم گیری همراه بوده ، های الکترونیکی قابل حملسیم و سیستمهای اخیر، تقاضا برای استفاده از سنسورهای بیدر سال

از  هابنابراین تامین انرژی مورد نیاز این سیستمهایی با قابلیت دسترسی دشوار قرار دارند، ها در محلبسیاری از این سیستماست. 

تمال رخ دادنش در از میان این منابع، ارتعاشات مکانیکی به دلیل آنکه اح مورد توجه محققین قرار گرفته است. منابع انرژی محیطی،

های انرژی پیزوالکتریک برداشت کنندهپیدا کرده است.  نسبت به سایرینهای مکانیکی وجود دارد، کاربرد بیشتری بسیاری از سازه

(PEH) ]1[  دیگر نسبت به ایویژهاهمیت  از ،دنباشمیچگالی توان بالای برداشتی  دارای بوده و ارتعاشات مکانیکیکه مبتنی بر 

 هایتوان به برداشت کنندهمی های انرژی پیزوالکتریک نیز،از میان رایج ترین نوع برداشت کننده .هستند برخوردارها ت کنندهبرداش

استوانه متصل به انتهای ها جریان سیال موازی با راستای تیر از روی ، که در آن]2[( اشاره کرد VIVناشی از ریزش گردابه ) ارتعاشاتی

های نوسانی در قسمت پشت موجب ریزش گردابه و دهدرخ می سازه و سیالبین اندرکنش  ،در نتیجه وشود ده میعبور دا آنآزاد 

، یابدمیها با افزایش سرعت جریان سیال افزایش فرکانس ریزش این گردابهشود. استوانه و ارتعاش تیر عمود بر جهت جریان سیال می
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ی ارتعاشاتی در نتیجه سیستم وارد یک چرخه  .شودعی سازه نزدیک شده و بر روی آن قفل میای که نهایتا به فرکانس طبیبه گونه

ها در این سیستمشود. دهد، ناحیه لاکین گفته میرخ میدر آن این امر  ای از سرعت جریان سیال کههشود. به ناحیخود پایدار می

که با نیروی درگ  معادله حرکت سیستم   .باشد ی درگ و نیروی لیفت میها شامل نیرونیروهای آیرودینامیکی ناشی از ریزش گردابه

دهای به دست واز شکل م  .دنوش یم جارختسا یشاعترا یاهدوم لکش و دوش یمباشد با استفاده از اصل همیلتون استخراج کوپل می

 –ی اولر ی حرکت با استفاده از رابطهو معادلات جداسازی شده شودمیدهای فرضی استفاده وای در روش مه عنوان تابع مقایسهآمده ب

مال قانون نیز که با سازه کوپل شده است، با  اع کیرتکلاوزیپشود. از طرفی معادله حاکم بر ولتاژ خروجی لایه لاگرانژ استخراج می

های متفاوتی توسط محققین پیشنهاد شده است و تاثیر عواملی از قبیل هندسه سازه، ماهیت برداشت کنندهآید. گاوس به دست می

اما  ها مورد بحث و بررسی قرار گرفته است.سازه، خصوصیات دینامیکی سازه، خصوصیات سیال عبوری، نوع برداشت کننده و ... در آن

پیزوالکتریک های مختلف لایه بررسی برداشت انرژی از ارتعاشات ناشی از ریزش گردابه، با در نظر گرفتن شکل ته خلأدر مطالعات گذش

تر شدن رفتار این لایه پرداخته شده است که موجب بهتر و دقیق های مختلفبنابراین در این تحقیق به بررسی شکل  .شودمی دههمشا

شود  با در نظر گرفتن در این پژوهش سعی می بنابراینکند. انرژی هم کمک به سزایی میسیستم شده و در بهینه سازی برداشت 

 .ی انرژی بهینه معرفی شودیک برداشت کننده، والکتریکی پیزهای مختلف لایهشکل

 سازی و فرمول بندی مدل -2

 bbو پهنایbh، ضخامتbLسر گیردار به طول شود، سیستم مورد نظر، متشکل از یک تیر یکمشاهده می ( 1) همانطور که در شکل

که  زوالکتریکی پییک لایهتیر روی همچنین بر  شده است. لصتم Dو قطر CLکه به انتهای آزاد آن یک استوانه با طول دشاب یم

)پهنای متغیر وph، ضخامتpLطول با ای و مثلثی در نظر گرفته شود،تواند به صورت مستطیلی، ذوزنقهمی )pb x  استنصب شده،  

 .دهدقسمت گیردار تیر شروع شده و طول بخشی از تیر را پوشش می زا هیال نیا

   
(. )الف(: نمای سه یعدی سیستم، )ب(: نمای بالای سیستم، )ج(: نمای جانبی سیستم1شکل )  

کار نیروهای خارجی که در استخراج معادله حاکم بر حرکت استفاده وردش و پتانسیل و همچنین  روابط حاکم بر انرژی های جنبشی

  ]،،3،1،7[ :خواهند بود ریز تروصشوند به می
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)در روابط بالا , )W X t ،جابجایی عرضی تیرCMوCI  حول محور  جرمی استوانهبه ترتیب جرم و ممان اینرسیZ ، pA،31e و( )V t   به

نیز به   0LC، لچگالی و سرعت جریان سیا ،0Uوf،روجی پیزولکتریک و ولتاژ خ کوپلینگیب گشتاور اول سطح مقطع، ضریب ترت

)وو  تباث هناوتسا ترتیب بیانگر ضریب لیفت )q t از   .دشاب یم تفیل بیرض هب هتسباو هک تسا کیو رگناسون ریغتم

)طرفی )M X،( )EZI X،،TS وCW رتبط با ممان اینرسی سطح مقطع در طول تیر، پارامتر م جرم تیر بر واحد طول،ه ترتیب ب

 شوند:، که به صورت زیر بیان میباشندمی جابجایی عرضی استوانهو  عدد استروهال میانگین ضریب درگ مقطعی،

 (ج) (ب) )الف(
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(2) 
 

به ترتیب جرم بخش تک IEbpوmb،mbp،IEbهمچنین ها است.فرکانس ریزش گردابهSضریب درگ بوده و DCدر این روابط نیز

ی تیر و سختی خمشی خمشی سطح مقطع قسمت تک لایه سختیزوالکتریک، پیی لایه به همراهتیر ی ی تیر، جرم بخش دو لایهلایه

باشد، با استفاده از که با شتاب استوانه کوپل می معادله حاکم بر نیروی درگ باشند.می سطح مقطع قسمت دو لایه تیر و پیزوالکتریک

 :]،،7[شودزیر بیان می وندرپول به صورت معادله
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12Gتروص هب بیارض ریداقم در حالیکه  0.3و  معادله دیفرانسیل حاکم بر ولتاژ خروجی لایه پیزوالکتریکهمچنین  .دشاب یم 

 :]1[آیدبا اعمال قانون گاوس به دست می نیز
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جهت  .باشدبار می ومتمقا نیزRلایه پیزوالکتریک وو ثابت کرنش مدول یانگ  ضریب گذردهی،به ترتیب  31dو  33،pEهکیلاح رد

 :]1[توان به معادلات اعمال کردسهولت در تحلیل، متغیرهای بدون بعد زیر را می

(7) 4

, , , b b

b Eb

W X t m L
w x T

D L T I
     

 د و فرکانس طبیعیوشکل م -3

با صرف نظر از عبارات میرایی و  و با استفاده از اصل همیلتونو همچنین شرایط مرزی حاکم بر مسئله، د معادله حاکم بر ارتعاشات آزا

 شد:نیروهای خارجی به صورت زیر خواهد 
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)تبا فرض پاسخ ارتعاشات آزاد سیستم به صور , ) ( ) iw x t x e :وجایگذاری آن در معادله بالا ، 
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به صورتپاسخ سیستم  اذل حل کرد، توان با استفاده از روش گلرکین ( را می5معادله )
1
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x c x 



 که در شود، فرض می

)آن )i x با جایگذاری فرض مربوطه در  باشد.ی پیزوالکتریک و استوانه در انتها میدهای ارتعاش آزاد تیر بدون لایهوهمان شکل م

)آن درطرفین ( و سپس ضرب 5معادله ) )j x 0و انتگرالگیری از... bx L D  دن دترمینان ضرایبو در نهایت مساوی صفر قرار دا ،

ای در ه عنوان تابع مقایسهدهای به دست آمده بودر ادامه از شکل مشود. دهای مورد نظر محاسبه میوهای طبیعی و شکل مفرکانس

پاسخ  ،بنابراینآید. لاگرانژ به دست می-ی اولرمعادله ارتعاشات اجباری سیستم با استفاده از رابطه دهای فرضی استفاده شده ووروش م

)ارتعاشات عرضی سیستم به صورت , ) ( ). ( )w x x P   تروص هب( 1) روابط انرژی جنبشی و پتانسیل به دست آمده درفرض شده و در 

 ود:شجایگذاری می ریز
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 :]3[ تشون ناوت یم لاگرانژ-طبق رابطه اولر
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و در نهایت  (9) در رابطه ا (1ادله وردش کار نیروهای خارجی )( و همچنین مع8و پتانسیل )با جایگذاری معادلات انرژی جنبشی 
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حسب متغیرهای بی بعد شده  بر کیرتکلاوزیپیلایه ولتاژ خروجیر وندرپول و حرکت، نوسانگحاکم بر در نهایت معادلات دیفرانسیل 

 عبارت خواهند بود از:
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 بهینه سازی شکل لایه پیزوالکتریک -4
 پرداخته ،شودبهینه می در آن برداشت انرژی شکلی کههندسی مختلف لایه پیزوالکتریک، برای معرفی در این  بخش به بررسی اشکال 

ی پیزوالکتریک در نظر گرفته برای لایهباشد، میای و مثلثی مستطیلی، ذوزنقه که عبارت از شده است. جهت این امر سه شکل مختلف

ای یا مثلثی شود، اما زمانی که این لایه ذوزنقهآن با پهنای تیر برابر فرض میباشد، پهنای ، مستطیلی PZTشود. زمانی که لایه می

 (.2شکل ) ها تابعی از طول خواهد بود.باشد، با فرض ضخامت ثابت، پهنای آن

  
 )ب( )الف(

ای. )ب(، نمایی از لایه پیزوالکتریک مثلثی.ی پیزوالکتریک ذوزنقه(. )الف(، نمایی از لایه2شکل )  
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متغیر  ،امتداد طول لایه ای باشد، پهنای آن در، زمانی که لایه پیزوالکتریک به شکل ذوزنقهشود مشاهده می ،(2مانطور که در  شکل )ه

 شود:به صورت زیر تعریف می xبوده و بر حسب

0 1 0( ) ( )b
P P P P

P

L
b x b b b x

L
    (13) 

0Pb1 از طرفیشود، بوده که با پهنای تیر برابر فرض می ایذوزنقه ی لایه پیزوالکتریک، نشان دهنده پهنای اولیه یا پهنای پایهpb  نیز

معادله اخیر در صورتی تواند مقادیر مختلفی داشته باشد. در بیانگر پهنای ضلع مقابل آن است، که بسته به شیوه طراحی می

1که 0Pb  لایه پیزوالکتریک به شکل مثلثی خواهد بود.فرض شود ، 

 بحث و نتایج -5
 استفاده شده است. 1شماره  های جدولبرای استخراج نتایج از داده

 . پارامترهای فیزیکی و هندسی برداشت کننده1جدول 

( )bL mm                 ( )pL mm                 ( )CL mm                  ( )bb mm                  ( )bh mm                  ( )ph mm  

   267                        31.8                       203                          32.5                         0.635                      2*0.267                        

      TS      
3

( )f

kg

m
                        

3
( )b

kg

m
                 

3
( )p

kg

m
                  ( )bE GPa               ( )pE GPa  

 0.2                            1.2                        2730                        7800                           73                              66                         

0LC                     DC                        ( )D mm                                               
33( )

nF

m
                 ( )CM g                        

  0.3                          1.2                        2*19.8                     0.005                          13.28                           16                            

 ی طبیعی اول و دوم سازهها. فرکانس2جدول 

1 2( ) ( )rad rad
s s

  

1.7115 17.6639 

های مختلف ی ارتعاشات را بر حسب تغییرات سرعت باد برای طولدامنه حداکثر ولتاژ برداشت شده و حداکثر (، تغییرات3شکل )

( را برای 3های شکل )نیز، نتایج استخراج شده مربوط به گراف 3همچنین جدول  دهد.ی پیزوالکتریک مستطیلی شکل نشان میلایه

 دهد.های باد مربوطه ارائه میحداکثر ولتاژ خروجی و حداکثر دامنه ارتعاش و سرعت

 
 

 )ب( )الف(

انتهای تیر برحسب تغییرات سرعت  تغییرات انحرافحداکثر تغییرات ولتاژ خروجی برحسب تغییرات سرعت باد. )ب(،  حداکثر،(. )الف(3شکل )

31.8PLمتعلق به لایه با طول یکشمدایره نماد باد، برای لایه پیزوالکتریک مستطیلی که در آن، ) mm( ،) متعلق به لایه با  زبس ردضربنماد

0.25Pطول bL L)0.5، )نماد به اضافه نارنجی متعلق به لایه با طولP bL L0.7(، )نماد ستاره قرمز متعلق به لایه با طولP bL L( ،) لوزینماد 
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0.75Pمتعلق به لایه با طول یبآ bL L( ،) متعلق به لایه با طول شفنب مربعنمادP bL L.) 

 .های مختلف لایه پیزوالکتریک مستطیلیارتعاشات، در طول. حداکثر ولتاژ خروجی و دامنه 3جدول 

های مختلف لایه طول

 (mm) پیزوالکتریک

 ولتاژ خروجی
(volt) 

 توان خروجی
(w) 

 سرعت باد
(m/s) 

 دامنه ارتعاشات
(mm) 

31.8PL mm  12.9295  0.00006796  0.7695  0.07824  

0.25 66.75P bL L mm   16.074  0.000105  0.9409  0.04944  

0.5 133.5P bL L mm   28.2892  0.0003253  1.3347  0.05535  

0.7 186.9P bL L mm   36.5429  0.0005428  1.5721 0.06251 

0.75 200.25P bL L mm   36.0703  0.0005289  1.5642  0.06436  

267P bL L mm   28.038  0.0003195  1.3812  0.06452  

افزایش طول لایه پیزوالکتریک، سرعت باد لازم جهت ورود به ناحیه لاکین نیز شود، با ( مشاهده می3های شکل )همانطور که در گراف

 .شودمعکوس میتر شدن آن به طول کل تیر، این روند اما با افزایش بیشتر طول لایه پیزوالکتریک و نزدیک ،یابدافزایش می

 فیتعر ωf = (2πSₜU)/Dگردابه با معادله  زشیفرکانس ر شود.ین پدیده به تغییرات در فرکانس طبیعی سیستم نسبت داده میا

دارد.  ازین یشتریبه سرعت باد ب )لاکین( یقفل شوندگ هیورود به ناح یبالاتر برا یعیبا فرکانس طب یستمیس گر،ی. به عبارت دشودیم

 ستمیو هم جرم معادل س لعادم یخمش یهم سخت ک،یزوالکتریپ هیطول لا شینسبت داد که با افزا تیواقع نیبه ا توانیرفتار را م نیا

سهم جرم معادل  ه،یدامنه ارتعاش بالاتر در آن ناح لیبه دل ابد،ییامتداد م ریآزاد ت یبه سمت انتها هیلا یوقتاما  .ابندییم شیافزا

شده  اثر جرم غالب ،یجرم و سخت نیدر تعامل ب جه،ی. در نتابدییکاهش م یخمش یسخت شیکه سرعت افزا یدر حال شود،یم شتریب

 یهاو به سمت سرعت شودیمعکوس م و سپس کند،یم رییباد بالاتر تغ یهاسرعت باد در ابتدا به سمت سرعت - پاسخ ولتاژ یمنحن و

 PZT هیطول لا افزایش در ابتدا با ینشان داده شده است، حداکثر ولتاژ خروج نیز 3 . همانطور که در جدولگرددیم بر ترنییباد پا

و همچنین  (1در شکل )  .کندینقطه، شروع به کاهش م نیپس از ا ، ورسدیم متریلیم 18،89و به مقدار اوج در  ابدییم شیافزا

 ای آورده شده است.ذوزنقه PZTی تغییرات ولتاژ خروجی و دامنه ارتعاشات برحسب تغییرات سرعت باد برای لایهحداکثر نیز  1جدول 

  
 )ب( )الف(

تغییرات انحراف انتهای تیر برحسب تغییرات سرعت  حداکثر تغییرات ولتاژ خروجی برحسب تغییرات سرعت باد. )ب(، ثرحداک (. )الف(،4شکل )

31.8PLمتعلق به لایه با طول سبزکه در آن، )نماد دایره  ایذوزنقهباد، برای لایه پیزوالکتریک  mm متعلق به لایه با  مشکی(، )نماد ضرب

0.25Pطول bL L 0.5متعلق به لایه با طولآبی (، )نماد به اضافهP bL L 0.7متعلق به لایه با طولبنفش (، )نماد ستارهP bL L( ،) لوزینماد 

0.75Pمتعلق به لایه با طول قرمز bL L( ،) طول متعلق به لایه با طلایی مربعنمادP bL L.) 

 ای.های مختلف لایه پیزوالکتریک ذوزنقه. حداکثر ولتاژ خروجی و دامنه ارتعاشات، در طول4جدول 
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های مختلف لایه طول

 (mm) پیزوالکتریک

 ولتاژ خروجی
(volt) 

 توان خروجی
(w) 

 سرعت باد
(m/s) 

 دامنه ارتعاشات
(mm) 

31.8PL mm  12.7522  0.00006611 0.7674  0.08074  

0.25 66.75P bL L mm   15.8802  0.0001025  0.9352  0.05133  

0.5 133.5P bL L mm   27.6593  0.00031099  1.3236  0.05674  

0.7 186.9P bL L mm   35.9283  0.0005247  1.5635  0.06398  

0.75 200.25P bL L mm   35.6022  0.0005153  1.558  0.06592  

267P bL L mm   28.3544  0.0003268  1.3872  0.06706  

شود. این ای نیز مشاهده میی ذوزنقهمستطیلی، با اختلاف کمی برای لایه PZTدهد که روند مشاهده شده برای لایه نتایج نشان می

 (.13)رابطه در امتداد طول تیر است. ای ذوزنقهکاهش تدریجی عرض لایه  ف ناشی ازاختلا

 باشند.می یمثلث کیزوالکتریپ هیلا یسرعت باد برا برحسب تغییرات دامنه ارتعاشاتو  یتاژ خروجحداکثر ولات رییتغ یبعد هایگراف

 
 

 )الف( )ب(
تغییرات انحراف انتهای تیر برحسب تغییرات سرعت حداکثر تغییرات ولتاژ خروجی برحسب تغییرات سرعت باد. )ب(، حداکثر (. )الف(، 5شکل )

31.8PLمتعلق به لایه با طول نفشبکه در آن، )نماد دایره  ثلثیمباد، برای لایه پیزوالکتریک  mm متعلق به لایه با  آبی عبرم(، )نماد

0.25Pطول bL L 0.5متعلق به لایه با طول طلایی هریاد(، )نمادP bL L 0.7متعلق به لایه با طول قرمز هراتس(، )نمادP bL L( ،) سبز برضنماد 

0.95Pمتعلق به لایه با طول bL L( ،)متعلق به لایه با طول مشکی  هوالع هب نمادP bL L.) 

 های مختلف لایه پیزوالکتریک مثلثی.. حداکثر ولتاژ خروجی و دامنه ارتعاشات، در طول5جدول 
مختلف لایه های طول

 (mm) پیزوالکتریک

 ولتاژ خروجی
(volt) 

 توان خروجی
(w) 

 سرعت باد
(m/s) 

 دامنه ارتعاشات
(mm) 

31.8PL mm  10.5252  0.00004503  0.7434  0.1158  

0.25 66.75P bL L mm   13.2397  0.00007126  0.8364  0.09037  

0.5 133.5P bL L mm   19.711 0.0001579  1.0742  0.08557  

0.75 200.25P bL L mm   27.6458  0.0003107  1.3442  0.09076  

0.95 253.65P bL L mm   29.8743  0.0003628  1.4253  0.09847  

267P bL L mm   29.8081  0.0003612  1.4284  0.10005  

 وجود دارد. در هر سه یبا مثلث یاو ذوزنقه یلیمستط یهابا شکلPZT لایه نیب ی، تفاوت قابل توجه7و جدول  (7)طبق شکل 

 نیمرتبط است. با ا یعیفرکانس طب راتییبا تغ مایمرتبط است که مستق یرفت و برگشت یالگو کیبا  ناحیه لاکینشروع  ه،یهندسه لا

به  امر عمدتا نیمتفاوت است. ا یبه طور قابل توجه یاو ذوزنقه یلیمستط هیبا لا سهیدر مقا یمثلث هیلا در یرفتار رییتغ نیحال، محل ا

 جه،یدر نت ،دهدیگسترش م دارریلبه گ یکیمساحت سطح آن را در نزد ه،یطول لا شیافزا ،یمثلث یکربندیکه در پاست  لیدل نیا

 رتی طول 4897 بایتا تقر یعیدر فرکانس طب یکل یشیو منجر به روند افزا شودیغالب م هاز جرم افزوده شد شتریمعادل ب یسهم سخت
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ولتاژ برداشت  زانیدامنه ارتعاش و ماما کرد،  ینیبشیپ یعیفرکانس طب لیتحل قیاز طر وانتیرا م ناحیه لاکین. اگرچه شروع شودیم

 نیا لیبه دل دارد. یبستگ گریاز کشش و موارد د یناش یروین ،ییرایهندسه، نسبت م ه،یاز جمله طول لا یشده به عوامل مختلف

 نیکه بالاتر دهدینشان م جی. نتاستیحداکثر دامنه ارتعاش منطبق نبا نقطه  شده لزوماحداکثر ولتاژ برداشت نقطه ده،یچیپ نگیکوپل

0.7Pدر طولای وزنقهو ذ یلیشده در حالت مستطولتاژ برداشت bL Lدر  یکه در حالت مثلث یدر حال دهد،یم رخ

0.95Pطول bL Lاز مقدار مشاهده شتریب یلیمستط یکربندیشده در پت اژ برداشدهد که ولتینشان م جینتا ن،ی. علاوه بر ادهدیرخ م 

 است. یاو ذوزنقه یمثلث یهایکربندیشده در پ

 نتیجه گیری -6
میزان برداشت انرژی و همچنین گسترش پهنای ناحیه افزایش که افزایش طول لایه پیزوالکتریک، تاثیر به سزایی بر  نتایج نشان داد

دهد که بیشترین مقدار انرژی برداشت شده در لایه همچنین، نتایج نشان میهای باد بالاتر دارد. مت سرعتلاکین و جابجایی آن به س

PZT دهد، در حالی که در لایه متر رخ میمیلی 18،89ای در طول مستطیلی و ذوزنقهPZT  حداکثر مقدار انرژی استخراجی مثلثی

شکل و طول بهینه لایه پیزوالکتریک در سیستم  با مقایسه بین این سه پیکربندی، طرفی افتد. ازاق میمتر اتفمیلی 2738،7در طول 

 باشد.متر میمیلی 18،89برداشت کننده تحت بررسی، شکل مستطیلی و طول 
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